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Sztuczne sieci neuronowe

Opis i implementacja

Wstep

Sztuczne sieci neuronowe, a w szczegolnosci oparty na nich perceptron wielowarstwowy
(ang. Multilayer Perceptron, MLP), sa kluczowymi narzedziami w dziedzinie uczenia
maszynowego stuzgcymi miedzy innymi do aproksymacji nieliniowych funkcji. Perceptron
dwuwarstwowy, sktadajacy sie z warstwy ukrytej i wyjsciowej, posiada zdolno$¢ przyblizania
dowolnej funkcji ciagtej, o czym méwi twierdzenie o uniwersalnej aproksymaciji [[] Dzigki
temu jest on szeroko stosowany w zadaniach praktycznych, takich jak wlasnie przyblizanie
funkcji matematycznych, rozpoznawanie wzorcow czy klasyfikacja danych.

1. Opis perceptronu dwuwarstwowego

1.1 Architektura sieci neuronowej

Perceptron dwuwarstwowy jest struktura hierarchiczng ztozona z potaczonych ze soba
jednostek przetwarzajacych, zwanych neuronami. Sie¢ sktada sie z trzech gtownych ele-
mentow: wektora wejs¢ neuronu, warstwy ukrytej oraz warstwy wyjsciowej. Informacja
przeptywa jednokierunkowo od wejscia do wyjscia, a kazdy neuron realizuje operacje
wazonego sumowania sygnatéw wejsciowych oraz zastosowania funkcji aktywacji.
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Kazde potaczenie pomiedzy neuronami posiada przypisana wage okreslajaca wpltyw
sygnatu wejsciowego na aktywacje kolejnych neuronéw. Proces przetwarzania danych w
sieci moze zosta¢ opisany w postaci wektorowo-macierzowej, co zostanie przedstawione
wraz z gltebszym wyjasnieniem w nastepnej sekcji.

IUniversal approximation theorem


https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_approximation_theorem
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1.2 Matematyczny opis perceptronu

Zamiast liczy¢ kazdy neuron osobno, co byloby bardzo nieefektywne, stosuje sie zapis
wektorowo-macierzowy. Pozwala on wykonywaé obliczenia dla catej warstwy neuronow
jednoczesnie, w postaci jednego dziatania algebraicznego.

W tym celu definiujemy trzy podstawowe elementy: wektor wejsciowy, wektor aktywacji
warstwy ukrytej oraz wektor wyjsciowy:
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Kazda warstwa neuronowa sktada sie¢ z potaczen pomiedzy neuronami, ktére opisujemy
za pomoca wag oraz obciazen (biaséw). Wagi okreslaja, jak silnie dany neuron wejsciowy
wplywa na neuron w kolejnej warstwie.

Macierz wag W zawiera wszystkie te potaczenia jednoczesnie. Kazdy wiersz odpowiada
jednemu neuronowi warstwy (tu: warstwy ukrytej), a kazda kolumna odpowiada jednemu
wejsciu:
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Dziatanie warstwy neuronowej mozna teraz opisa¢ w prosty sposéb: kazdy neuron oblicza
wazong sume wszystkich wejs¢, dodaje do niej bias, a nastepnie przepuszcza wynik przez
funkcje aktywacji ¢. Zapisa¢ to mozna w postaci jednego rownania dla calej warstwy:

h = (Wx+b)

gdzie Wx oznacza jednoczesne obliczenie wszystkich sum wazonych, a b przesuwa wartosci
aktywacji neuronéw w sposob niezalezny od wejscia. Funkcja v jest stosowana osobno do
kazdego elementu wektora i wprowadza nieliniowos¢, dzigki czemu sie¢ moze modelowaé
bardziej ztozone zaleznosci niz zwykte przeksztatcenia liniowe.

Doktadnie ten sam mechanizm powtarza sie w warstwie wyjsciowej. Wektor ukryty h jest
przeksztalcany w koncowy wynik y:

y = Wah + b,

W ten sposéb sie¢ neuronowa dziata jako sekwencja dwoch operacji: najpierw liniowego
mieszania informacji (macierze wag i biasy), a nastepnie nieliniowego przeksztatcenia
(funkcja aktywacji). To wtadnie polaczenie tych dwéch krokéow pozwala modelowi uczyé
sie ztozonych zaleznosci i schematéw w danych.
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2. Uczenie sieci neuronowej

W celu zobrazowania procesu uczenia sieci neuronowej rozwazmy problem aproksymacji
funkcji matematycznej, gdzie celem jest nauczenie modelu przewidywania wartosci funkcji
na podstawie jej argumentow.

2.1 Wstep i zatozenia

Przyjmijmy, ze chcemy nauczy¢ sie¢ neuronowsa aproksymacji funkcji opisujacej rozktad
Laplace’a, zdefiniowanej wzorem:

f(a) = e
gdzie p oznacza parametr potozenia, natomiast b parametr skali. W rozwazanym
przypadku przyjeto:
uw=0, b=1, x € [-8,8]

W warstwie ukrytej zastosowano funkcje aktywacji sigmoidalnej jako:

1
o(z) = 1+e*

Wagi sieci zostaly zainicjalizowane losowo przy uzyciu metody rozktadu jednostajnego
z przedziatu zaleznego od liczby neuronéw wejsciowych n, ktorej celem jest utrzymanie
stabilnych wartosci sygnatéw podczas propagacji w przod oraz propagacji wstecznej
gradientu. Biasy zainicjalizowano zerami, natomiast losowa inicjalizacja wag powoduje, ze
poczatkowe predykcje sieci maja charakter losowy.
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2.2 Funkcja straty

Aby mozliwe byto uczenie sieci neuronowej, konieczne jest zdefiniowanie funkcji straty
okreslajacej réznice pomiedzy wartosciami przewidywanymi przez model a rzeczywistymi
warto$ciami funkcji. To jej wartosci bedziemy chcieli zminimalizowac

W problemach czesto stosowany jest btad $redniokwadratowy (Mean Squared Error,
MSE), definiowany wzorem:
1 2
MSE = =3 (yi — §i)
i=1
gdzie y; oznacza rzeczywista wartos¢ funkcji, ¢; wartosé¢ przewidywang przez model,
natomiast n liczbe probek.

Kwadratowa natura funkcji MSE sprawia, ze model jest szczegdlnie czulty na wieksze
btedy predykcji, co pozwala skuteczniej minimalizowa¢ duze odchylenia od rzeczywistych
wartosci funkcji.
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2.3 Mini-Batch Stochastic Gradient Descent

Nauka sieci neuronowej sprowadza si¢ do optymalizacji parametréw modelu w celu mini-
malizacji funkcji straty. W procesie uczenia zastosowano metode mini-batch stochastic
gradient descent (mini-batch SGD), bedaca wariantem stochastycznego spadku gradientu.
W podejsciu tym gradient funkcji straty nie jest liczony na pojedynczej prébee, lecz na
losowych podzbiorach - pakietach (batchach), a nastepnie usredniany.

Dla pojedynczego batcha gradient funkcji straty mozna zapisa¢ jako:

1M
VLGCZ* VLl
batch mZ:ZI

gdzie m oznacza rozmiar batcha, a VL; gradient btedu dla pojedynczej probki.

Parametry sieci aktualizowane sg iteracyjnie wedtug reguty:

00— nVLbatch

gdzie 0 oznacza zbiér wszystkich wag i biaséw w sieci, natomiast 1 to wspdétczynnik
uczenia (ang. learning rate).

Zastosowanie mini-batchy pozwala na zmniejszenie wariancji estymacji gradientu, co
stabilizuje proces uczenia oraz przyspiesza jego przebieg w porownaniu do petnego spadku
gradientu.

Dodatkowa zastosowang modyfikacja jest przycinanie gradientu (ang. gradient clipping),
ktére polega na ograniczeniu jego wartosci sktadowych do przedziatu [—1, 1], co zapobiega
problemowi eksplodujacych gradientow.

2.4 Propagacja wsteczna gradientu

Propagacja wsteczna gradientu (ang. backpropagation) jest algorytmem stuzacym do
efektywnego obliczania gradientow funkcji straty wzgledem parametréw sieci neuronowe;j.
Metoda polega na propagacji btedu od warstwy wyjsciowej do warstwy wejsciowej z
wykorzystaniem reguty tancuchowej rachunku rézniczkowego.

Przebieg algorytmu mozna opisaé¢ nastepujacymi krokami dla pojedynczej prébki pakietu:
 Obliczenie predykcji sieci dla wejscia = w procesie propagacji w przéd (forward pass).

o Wyznaczenie btedu na warstwie wyjsciowej jako réznicy pomiedzy wartoscia przewi-
dywang g a wartoscia rzeczywistag y.

» Propagacja btedu do warstwy ukrytej poprzez przemnozenie go przez transponowana
macierz wag warstwy wyjsciowe;j.

o Uwzglednienie pochodnej funkcji aktywacji sigmoidalnej w warstwie ukrytej w celu
przeskalowania gradientu.

o Obliczenie gradientéw wag i biasow dla warstwy ukrytej oraz warstwy wyjsciowe;j.

o Aktualizacja V Lygien 0 obliczone gradienty probki.
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3. Algorytm w dzialaniu

W celu uzyskania mozliwie doktadnej aproksymacji funkcji przeprowadzono walidacje
hiperparametréw sieci neuronowej, analizujgc wptyw poszczegdlnych parametrow na jakosé
aproksymacji oraz stabilno$¢ procesu uczenia. Na ich podstawie zostanie wytrenowany
finalny model, ktérego wyniki zostana poréwnane z funkcja rzeczywista. Zbiér danych
podzielono na czesé treningowa (70%), walidacyjna (15%) oraz testowa (15%).

Ze wzgledu na losowy charakter przypisywania wag oraz stochastyczng nature procesu
uczenia, dla kazdego testowanego wspotczynnika uczenia przeprowadzono wiele ekspe-
rymentow i usredniono uzyskane wyniki, aby uzyska¢ wiarygodna ocene wplywu tego
parametru na jakos$¢ aproksymacji.

3.1 Wybér wspélczynnika uczenia

Wspbélezynnik uczenia (ang. learning rate) okresla dtugosé kroku wykonywanego podczas
aktualizacji parametréw modelu metodg mini-batch SGD. Parametr ten ma kluczowy
wplyw na szybko$¢ oraz stabilno$¢ procesu uczenia. Zbyt mate wartosci prowadzg do
bardzo wolnej zbieznosci, natomiast zbyt duze moga powodowaé oscylacje funkcji straty
oraz przeskakiwanie poszukiwanego minimum.

MSE vs Learning Rate
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Na podstawie wykresu mozna zauwazy¢, ze dla matych wartosci n model osiaga rela-
tywnie wysoki konicowy btad, poniewaz proces optymalizacji przebiega zbyt wolno. Wraz
ze wzrostem wspotczynnika uczenia jakos¢ aproksymacji poprawia sie, osiggajac najnizsze
wartosci w okolicach n = 0.3. Dalsze zwigkszanie wartosci parametru prowadzi jednak do
pogorszenia wynikow i niestabilnosci procesu uczenia.

W dalszych eksperymentach przyjeto wartos¢ n = 0.3, ktéra zapewniata najlepszy
kompromis pomiedzy szybkosciag zbieznosci a koncows wartoscia btedu. Wartos¢ ta jest
relatywnie wysoka w poréwnaniu do typowych konfiguracji stosowanych w gradientowych
metodach optymalizacji, jednak w analizowanym przypadku okazata sie skuteczna praw-
dopodobnie ze wzgledu na niewielkg ztozono$¢ aproksymowanej funkcji oraz zastosowanie
mechanizmu przycinania gradientu.
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3.2 Doboér liczby epok treningowych

Liczba epok okresla, ile razy caly zbior treningowy zostaje wykorzystany podczas procesu
uczenia sieci neuronowej. Parametr ten wpltywa bezposrednio na stopien dopasowania
modelu do danych oraz koncowa jakos¢ aproksymacji funkcji.

Loss vs Epochs
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Na podstawie wykresu mozna zauwazy¢ szybki spadek funkcji straty w poczgtkowej
fazie treningu, co $wiadczy o efektywnym uczeniu podstawowych zaleznosci. W kolejnych
epokach tempo poprawy maleje, cho¢ ogdlny trend pozostaje spadkowy.

Krzywa bledu jest niemonotoniczna i zawiera oscylacje wynikajace ze stochastycznego
charakteru mini-batch SGD, jednak mimo tego model zachowuje stopniowa zbieznos¢.

W okolicach 3000 epoki dalsza poprawa jest juz niewielka, dlatego przyjeto te wartosé
jako kompromis miedzy doktadnoscig a czasem treningu.

3.3 Wplyw wielkosci pakietu treningowego

W implementacji wykorzystano mini-batch SGD, w ktérym gradient obliczany jest na nie-
wielkich podzbiorach danych treningowych. Rozmiar batcha wptywa zaréwno na stabilnos¢
estymacji gradientu, jak i na czas wykonywania pojedynczej epoki.

Batch Size vs Execution Time & Error (3000 Epochs)
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Dla bardzo matych batchy czas treningu byt wiekszy ze wzgledu na duzg liczbe
aktualizacji parametrow. Z kolei bardzo duze batch size prowadzity do pogorszenia jakosci
aproksymacji, wynikajacego z nadmiernego wygtadzenia gradientu.

Najlepszy kompromis pomiedzy czasem dziatania a doktadnoscig uzyskano dla batch
size réwnego 16, ktory zostal przyjety w finalnym modelu.

3.4 Wplyw liczby neuronéw w warstwie ukrytej

Ostatnim analizowanym parametrem byta liczba neuronéw w warstwie ukrytej, odpo-
wiadajaca za pojemnos$¢ modelu i jego zdolnos¢ do aproksymowania bardziej ztozonych
zaleznosci.

MSE vs Neuron Count (Averaged over 30 runs)

0.0007

0.0006 -

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

0 20 40 60 80 100 120
Hidden Neurons

Na podstawie wykresu mozna zaobserwowac kilka charakterystycznych zaleznosci:

e Dla bardzo malej liczby neuronéw model osiaga relatywnie wyzszy btad aproksymacji.
Wynika to z niewystarczajacej pojemnosci sieci, ktora nie jest w stanie doktadnie
odwzorowa¢é analizowanej funkcji.

o W zakresie do okoto 60 neuronéow wyniki pozostaja stosunkowo stabilne i utrzymuja
niski poziom btedu. Oznacza to, ze nawet relatywnie niewielka sie¢ neuronowa jest
wystarczajaca do aproksymacji funkcji rozktadu Laplace’a.

o Wraz ze wzrostem liczby neuronéw rosnie liczba parametréw modelu, co zwigksza
wrazliwos¢ procesu uczenia na losowg inicjalizacje wag oraz stochastyczny charakter

mini-batch SGD.

o Dla wickszych sieci widoczne sg coraz silniejsze oscylacje bledu oraz pogorszenie
stabilnosci treningu. Model zaczyna wykazywacé oznaki nadmiernej ztozonosci, co
moze prowadzi¢ do czesciowego przeuczenia oraz trudniejszej optymalizacji przestrzeni
parametrow.

« Najbardziej stabilne i powtarzalne wyniki uzyskano dla okoto 16 neuronéw w warstwie
ukrytej, dlatego warto$¢ te wykorzystano w koncowej konfiguracji modelu.
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4.

4.1

Wyniki

Poréwnanie funkcji rzeczywistej i aproksymowanej

Laplace distribution: true vs predicted
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Ponizej przedstawiono uzyskane wartosci btedéw na zbiorze testowym:

4.2

MSE = 0.000005 - éredni btad kwadratowy, silnie penalizujacy wieksze odchylenia
predykcji od wartosci rzeczywistych

MAE = 0.001188 - éredni btad bezwzgledny, okreslajacy przecietng réznice pomie-
dzy wartoscig przewidywang a rzeczywista

Whnioski

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw oraz uzyskanych wynikow mozna sformu-
towaé nastepujace wnioski:

Wysoka jako$¢é aproksymacji: Model osiagnat bardzo niski poziom btedu na zbio-
rze testowym, co Swiadczy o skutecznym odwzorowaniu funkcji rozktadu Laplace’a.

Wplyw hiperparametréow: Odpowiedni dobér wspétezynnika uczenia, liczby epok
oraz batch size miat istotny wptyw na stabilnos¢ i szybkos¢ procesu uczenia.

Stabilno$¢ mini-batch SGD: Pomimo widocznych oscylacji funkcji straty proces
uczenia zachowywal stabilng zbieznos¢ i prowadzit do stopniowej poprawy jakosci
predykcji.

Pojemnos$¢é modelu: Przeprowadzona analiza wykazata, ze do skutecznej aprok-
symacji analizowanej funkcji wystarcza relatywnie niewielka liczba neuronéow w
warstwie ukryte;j.

Zdolnos¢ do generalizacji: Model poprawnie aproksymowal dane testowe niewy-
korzystywane podczas treningu, co wskazuje na dobrg zdolnos¢ generalizacji.
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