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Minimax Algorithm

Opis i implementacja z przycinaniem alfa-beta w grze kotko i krzyzyk

Wstep

Algorytm Minimax jest klasyczng metoda podejmowania decyzji w grach dwuosobowych
o sumie zerowej, w ktorych gracze wykonuja ruchy na przemian, a stan gry jest w petni
obserwowalny. Jego koncepcja jest oparta na twierdzeniu minimax von Neumanna (1928),
rozwinigtego pézniej jako algorytm przeszukiwania []i do dzié stanowi fundament wielu
systemow grajacych w gry planszowe, takie jak szachy, warcaby czy wlasnie kotko i krzyzyk.

1. Opis algorytmu

1.1 Drzewo gry

Minimax analizuje drzewo gry — strukture reprezentujaca wszystkie mozliwe sekwencje
ruchow od aktualnego stanu planszy. Wezty drzewa odpowiadaja kolejnym pozycjom
w grze, a krawedzie — mozliwym ruchom. Liscie drzewa to stany koricowe (np. mat w
szachach, zapetniona plansza w kétko i krzyzyk) lub wezly osiagnicte po wyczerpaniu
zadanej maksymalnej gtebokosci przeszukiwania.

W odréznieniu od przegladu wyczerpujacego, algorytm Minimax w praktycznych
implementacjach nie buduje petnego drzewa gry — stany potomne sg analizowane niezaleznie,
bez taczenia identycznych standow wynikajacych z réznych sekwencji ruchow.

1.2 Zalozenia

W klasycznym wariancie dla gry dwuosobowej o sumie zerowej zaktadamy, ze:
1. gracz MAX wybiera ruch maksymalizujacy warto$¢ pozycji,

2. gracz MIN wybiera ruch minimalizujacy te wartosc,

3. obaj gracze graja optymalnie.

1.3 Funkcja oceny i heurystyka

Algorytm Minimax wymaga funkcji oceny stanu, ktora przypisuje kazdemu weztowi drzewa
warto$¢ okreslajaca jako$é danej pozycji. Dla stanéw terminalnych analizowanego drzewa
warto$é ta jest doktadnie znana:

oo — wygrana MAX, 0 —remis, —oo — wygrana MIN.

Dla pozostatych weztow, osiagnietych po wyczerpaniu zadanej maksymalnej gtebokosci
przeszukiwania, warto$¢ jest okreslana heurystyczng funkcja oceny.

I'Wikipedia — Algorytm min-max


https://pl.wikipedia.org/wiki/Algorytm_min-max
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Przyktadem heurystyki wykorzystanej dla gry w kotko i krzyzyk jest analiza wszystkich
mozliwych linii wygrywajacych oraz ocena stopnia ich zajecia przez obu graczy.

Dla kazdej linii o dlugosci n rozpatruje sie liczbe pdl zajetych przez gracza MAX oraz
MIN. Na tej podstawie przypisywana jest wartos¢ punktowa:

e +n — MAX ma n — 1 pdl w linii, a MIN zadnego (pozycja niemal wygrywajaca),
e —n — MIN ma n — 1 p6l w linii, a MAX zadnego,

e +1 - MAX ma n — 2 pola w linii, a MIN zadnego,

e —1 — MIN ma n — 2 pola w linii, a MAX zadnego,

« 0 — w pozostatych przypadkach (linia zablokowana lub mato istotna).

Dodatkowo heurystyka uwzglednia zjawisko forka, czyli sytuacje, w ktérej gracz
posiada co najmniej dwie linie wygrywajace w nastepnym ruchu. Poniewaz przeciwnik
nie moze zablokowaé¢ obu jednoczesnie, taka pozycja otrzymuje bardzo wysoka wartosé
(aproksymujaca wygrana), poniewaz w praktyce prowadzi do zwyciestwa w nastepnym
ruchu przy dostatecznej gtebokoéci przeszukiwania.

Heurystyka ta premiuje wiec wygrywajace struktury. Ostateczna wartos¢ heurystyki jest
suma ocen wszystkich linii z uwzglednieniem powyzszego warunku dominujacego.

Przyktadowe oceny dla planszy 3 x 3:

0) 0) 0| O X | X
X X 0
X o)
h ~ oo h=4-2=2 h=2—-4=-2
MAX ma wygrang (fork) MAX ma przewage MIN ma przewage
O] 0] O X | X | X O] X | O
X O O| X | X
X o) X[ 0]O
h = o0 h = —o0 h=0
Wygrana gracza MAX Wygrana gracza MIN Remis

1.4 Przebieg rekurencji

Algorytm wybiera ruch zapewniajacy najlepszy wynik, analizujac drzewo gry do okreslonej
gtebokosci i zaktadajac optymalng gre przeciwnika:

1. dla stanu koncowego lub wezta na maksymalnej gltebokosci zwracana jest jego ocena,
2. w wezle gracza MAX wybierana jest maksymalna wartos¢ sposrod dzieci,

3. w wezle gracza MIN wybierana jest minimalna warto$¢ sposrod dzieci,
4

. warto$¢ w korzeniu wskazuje jakos¢ najlepszej decyzji, a odpowiadajacy jej ruch jest
wykonywany.
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2. Przycinanie alfa-beta

Przycinanie alfa-beta jest optymalizacjg algorytmu Minimax, ktéra pozwala pomingé
analize czesci gatezi drzewa gry, jezeli wiadomo, ze nie moga one wplynaé na ostateczng
decyzje. Wynik konicowy (wybrany ruch) pozostaje taki sam jak w klasycznym Minimax,
ale liczba ocenianych weztow jest zwykle znacznie mniejsza.

W trakcie przeszukiwania utrzymywane sa dwie granice:
o « —najlepsza (najwyzsza) warto$¢ znaleziona dotad dla gracza MAX,
o [ —najlepsza (najnizsza) wartos$é¢ znaleziona dotad dla gracza MIN.

Jezeli w pewnym momencie zachodzi warunek o > [, dalsza eksploracja biezacej galezi
jest przerywana, poniewaz optymalnie grajacy przeciwnik i tak nie dopusci do wyboru
tego wariantu.

Ponizej przedstawiono wykres poréwnujacy sredni czas wykonania ruchu dla algorytmu
Minimax z przycinaniem alfa-beta oraz bez niego, dla plansz 3 x 3 oraz 4 x 4:

MinMax: pruning vs no-pruning

—&— 3x3: pruning=True
3x3: pruning=False
—8— 4x4: pruning=True
—8— 4x4: pruning=False
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Na podstawie wykresu mozna wyciggna¢ nastepujace wnioski:

o Przycinanie alfa-beta znaczaco redukuje czas obliczen, szczegdlnie w poczatkowych
fazach gry, gdzie liczba mozliwych ruchéw jest najwieksza.

e Roéznica miedzy wersja z przycinaniem i bez jest znacznie bardziej widoczna dla
planszy 4 x 4, gdzie drzewo gry jest znacznie wieksze niz dla planszy 3 x 3.

o W miare postepu gry, czas obliczen maleje dla obu wariantéw, co wynika ze zmniej-
szajacej si¢ liczby dostepnych pol na planszy.

o Dla koncowych ruchéw réznice miedzy wariantami zacieraja sie, poniewaz drzewo
gry jest juz bardzo ptytkie i liczba mozliwych stanéw jest niewielka.
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3. Ocena gracza Minimax

W tej sekcji poréwnano zachowanie gracza Minimax z dwoma innymi typami graczy:
losowym oraz ludzkim. Ocena ma charakter jakoSciowy i opiera si¢ na analizie przebiegu
partii oraz scenariuszy testowych (wygranie, blokowanie, remis).

3.1 Poréwnanie z graczem losowym

Gracz losowy wybiera dowolne wolne pole bez analizy konsekwencji. W efekcie:

o Minimax bardzo dobrze wykorzystuje btedy przeciwnika i czesto przechodzi do
szybkiej wygranej,

« praktycznie nie oddaje pozycji wygrywajacych, jesli sa one widoczne na analizowanej
gtebokosci,

« nawet gdy nie moze wygra¢ natychmiast, dazy do pozycji bezpiecznej (co najmnie;
remisowe;j).

Typowy schemat gry przeciw losowemu przeciwnikowi wyglada nastepujaco: Minimax
buduje przewage pozycyjna (zajecie centrum lub rogu), a nastepnie zamyka linie albo
tworzy jednoczesnie dwa zagrozenia, ktorych przeciwnik nie potrafi poprawnie zablokowac.

3.2 Poréwnanie z graczem ludzkim

W starciu z cztowiekiem zachowanie Minimax jest bardziej interesujace:

e przeciw osobie grajacej niedoktadnie Minimax jest zwykle skuteczniejszy, poniewaz
natychmiast karze btedy taktyczne,

e przeciw osobie grajacej poprawnie strategicznie wynik czesto koriczy si¢ remisem,

e Minimax nie ,ryzykuje” ruchéw spekulacyjnych: wybiera wariant o najwyzszej
gwarantowanej wartosci, wiec jego styl jest stabilny i przewidywalny.

W praktyce cztowiek ma przewage gléwnie wtedy, gdy algorytm dziata z mata gltebo-
koscig przeszukiwania. Przy wiekszej gtebokosci Minimax eliminuje wiekszos¢ putapek i
taktycznych przeoczen.

3.3 Minimax kontra Minimax

W rozgrywce dwoch graczy Minimax (ta sama gleboko$é, te same regulty oceny) wynik jest
deterministyczny i zazwyczaj remisowy. Potwierdzaja to testy automatyczne dla planszy
3 x 3 oraz 4 x 4, gdzie przy grze ,idealnej kontra idealna” zaden z graczy nie uzyskuje
trwatej przewagi.

Taki rezultat jest zgodny z teorig gier dla kétka i krzyzyka: przy optymalnej grze obu
stron pozycja poczatkowa jest pozycja remisowa.
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4. Wplyw glebokosci przeszukiwania

Gtebokosé przeszukiwania jest jednym z kluczowych parametréw algorytmu Minimax,
ktory bezposrednio wpltywa zaréwno na jako$é¢ podejmowanych decyzji, jak i czas ich
obliczania. Zwiekszanie gtebokosci pozwala uwzgledni¢ dalsze konsekwencje ruchéw, jednak
wigze sie z rosngcym kosztem obliczeniowym.

Czas a glebokosé

Dla planszy 4 x 4 rozegrano partie Minimax kontra Minimax z przycinaniem alfa-beta,
gdzie obaj gracze korzystali z tej samej glebokosci z zakresu 1...16. Dla kazdego ruchu
mierzono czas jego obliczenia i zaprezentowano na wykresie ponizej.

MinMax: Time per move for different depths
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‘Whioski:

o (Czas wykonania ruchu rosnie wyktadniczo z gtebokoscia — na poczatku partii réznica
miedzy d=1 a d=16 wynosi okoto od ~1ms do ~2.8h na ruch.

o Dla kazdej gtebokosci czas monotonicznie maleje wraz z numerem ruchu. Jest to
bezposredni skutek kurczenia sie przestrzeni poszukiwan: kazdy wykonany ruch
zmniejsza liczbe wolnych pél, co redukuje analizowane drzewo gry i skraca czas
rekurencji.

« Pod koniec partii (ruchy 13-16) krzywe dla wszystkich gtebokosci zbiegaja sie do
podobnych wartoéci rzedu 10~ ms — przy niemal pelnej planszy gltebokoéé przestaje
mie¢ znaczenie, bo drzewo gry jest trywialne.

» Widoczne lokalne wzrosty czasu (np. ruch 4-5 dla wysokich glebokosci) wynikaja
prawdopodobnie z tego, ze w tych pozycjach drzewo jest jeszcze silnie rozgalezione,
a przycinanie alfa-beta jest mniej skuteczne niz w pozycjach bardziej zdeterminowa-
nych.



WSI 26L Zadanie 3 Adam Cofala

Glebokosé a jakosé gry

Dla planszy 3 x 3 zestawiono wszystkie pary gtebokosci z zakresu 1...9. Dla kazdej
pary rozegrano dwie partie (ze zmiang kolejnosci ruchu), a wyniki zapisano w formacie
wygrane/remisy/porazki.

Depth vs Depth Heatmap (3x3)

1.0

Winrate (depth 1 vs depth 2)

0.0
Depth 2

‘Whnioski:

» Wraz ze wzrostem glebokosci ro$nie jakos¢ gry: plytkie strategie przegrywaja, po-
niewaz nie dostrzegaja odpowiedzi przeciwnika ani nie potrafig planowaé¢ sekwencji
kilku ruchéw do przodu.

» Dla gtebokosci d > 5 rozgrywki w wiekszosci przypadkéw daza do remiséw, co jest
zgodne z teorig gry w kotko i krzyzyk — przy optymalnej grze obu stron pozycja
startowa jest remisowa.

o Wynik moze zaleze¢ od kolejnosci ruchu, szczegélnie dla matych gtebokosci. Wynika to
z ograniczonego horyzontu analizy: gracz rozpoczynajacy uzyskuje inicjatywe, ktérej
przeciwnik przy ptytkim przeszukiwaniu nie jest w stanie w pelni zneutralizowac.

o Zaobserwowano anomali¢ dla d = 4: glebokos¢ ta osiaga gorsze wyniki zaréwno
od d = 2, jak i od d > 5, mimo ze glebokosci sasiednie (d = 3 oraz d = 5)
radza sobie lepiej. Najbardziej prawdopodobnym wyjasnieniem jest efekt parzystosci
gtebokosci — przy parzystym d ostatni poziom przeszukiwania przypada na ruch
przeciwnika, przez co funkcja oceny jest wywoltywana w stanie .,z jego perspektywy”.
W potaczeniu z aproksymacyjnym charakterem heurystyki (opartym na wykrywaniu
lokalnych zagrozen, takich jak fork) moze to prowadzi¢ do blednych preferencji
ruchow w pozycjach, w ktérych taktyczne odpowiedzi znajduja sie tuz za horyzontem
przeszukiwania. Ta hipoteza wymagataby dalszej analizy np. przesledzenia kilku gier.
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono implementacje algorytmu Minimax z przycinaniem alfa-beta dla
gry kotko i krzyzyk na planszach 3 x 3 oraz 4 x 4. Przeprowadzona analiza jako$ciowa oraz
czasowa potwierdzita zgodnos¢ dziatania programu z teorig gier: przy odpowiednio duzej
glebokosci przeszukiwania gracz Minimax podejmuje decyzje prowadzace co najmniej do
remisu, natomiast przeciw stabszemu przeciwnikowi skutecznie wykorzystuje jego btedy.

Najwazniejsze wnioski:

o Przycinanie alfa-beta znaczgco redukuje czas obliczen w poréwnaniu do klasycznego
Minimax, szczegdlnie we wezesnych fazach gry oraz dla wigkszych plansz.

o Zwickszanie gltebokosci przeszukiwania poprawia jakos¢ gry jedynie do pewnego
poziomu; po osiagnieciu strategii zblizonej do optymalnej dalsze zwickszanie gltebo-
kosci wptywa gtéwnie na wzrost kosztu obliczeniowego, bez istotnej poprawy jakosci
decyzji.

o Czas podejmowania decyzji jest najwiekszy w poczatkowej fazie gry i maleje wraz z
jej postepem, co wynika z systematycznego zmniejszania sie przestrzeni standw.

o Jakos$¢ wynikow zalezy nie tylko od glebokosci przeszukiwania, ale réwniez od
jakosci heurystyki oraz kolejnosci rozpatrywania ruchéw, co bezposrednio wptywa
na skuteczno$¢ przycinania alfa-beta.

Ograniczenia rozwigzania:

o Dla wickszych plansz ztozonos$¢ obliczeniowa pozostaje wysoka mimo zastosowania
przycinania alfa-beta, co sprawia, ze petne przeszukiwanie szybko staje sie nieprak-
tyczne.

o Zastosowana heurystyka moze prowadzi¢ do efektu horyzontu oraz lokalnych btedéw
oceny, szczegoblnie przy matych i srednich glebokosciach przeszukiwania.

o Implementacja nie wykorzystuje dodatkowych technik optymalizacyjnych, takich jak
tablice transpozycji czy bazy otwar¢ lub zamkniec.

o W eksperymentach zaobserwowano anomalie dla gtebokosci d = 4, wynikajaca
najprawdopodobniej z interakcji parzystosci gteboko$ci, ograniczonego horyzontu
przeszukiwania oraz aproksymacyjnego charakteru funkcji oceny.

Podsumowujac, algorytm Minimax z przycinaniem alfa-beta stanowi skuteczng i przewidy-
walng metode dla gier deterministycznych o pelnej informacji. Jego praktyczna efektywnosé
zalezy jednak od kompromisu pomiedzy gltebokosciag przeszukiwania, jakos$cig heurystyki
oraz dostepnym czasem obliczen. W przysztosci rozwigzanie moze zostaé¢ rozszerzone o
dodatkowe techniki optymalizacyjne, takie jak tablice transpozycji, zaawansowane po-
rzadkowanie ruchow czy iteracyjne poglebianie przeszukiwania, co pozwolitoby znaczaco
zwickszy¢ efektywnosé algorytmu dla wigkszych przestrzeni stanéw. Dodatkowo mozliwe
jest zastosowanie metod uczenia maszynowego do ulepszenia funkcji oceny pozycji, co
mogtoby poprawi¢ jakos¢ podejmowanych decyzji w sytuacjach trudnych do uchwycenia
przez prostg heurystyke.
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