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Gradient Descent Algorithm

Opis i implementacja

Wstep

Metoda gradientu prostego (ang. Gradient Descent) jest klasycznym algorytmem iteracyj-
nym stuzacym do znajdowania minimum lokalnego funkcji wielu zmiennych rzeczywistych.
Idea metody polega na przemieszczaniu si¢ w kolejnych iteracjach w kierunku przeciwnym
do gradientu funkcji, ktéry wskazuje kierunek najszybszego wzrostu. Sama polska nazwa
gradient prosty oznacza bazowy, klasyczny gradient i odroznia go od bardziej ztozonych
metod} Przy czym czasami w literaturze pojawia sie bezposrednie ttumaczenie: metoda
spadku gradientuf’}

Gradient prosty jest jedna z podstawowych metod optymalizacji. Algorytm ten oraz jego
rozszerzenie w postaci stochastycznego spadku gradientu znajduja szerokie zastosowanie
m.in. w uczeniu sieci neuronowych.

1. Opis algorytmu
Rozwazmy problem znalezienia minimum lokalnego funkcji
f:D—R, DcCR"

ktora jest ciagta i rézniczkowalna w D. Celem algorytmu gradientu prostego jest wiec
znalezienie punktu z; € D, w ktérym funkcja osigga minimum lokalne. Metoda opiera si¢
na iteracyjnym przemieszczaniu sie w kierunku przeciwnym do gradientu funkcji, ktory z
definicji wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu wartosci funkcji.

Podstawowy schemat iteracyjny metody gradientu prostego jest nastepujacy:
1. Wybierz punkt startowy xg € D.
2. Oblicz gradient funkcji V f(xy) w aktualnym punkcie zy.

3. Wyznacz nowy punkt:
Tpp1 = Tp — oV f (1),

gdzie o, > 0 moze by¢ state lub dobierane indywidualnie w kazdej iteracji np. metoda
maksymalnego spadku.

4. Powtarzaj kroki 2-3 az do spetnienia kryterium stopu, np.:
IV ()]l <e,

gdzie € > 0 jest ustalona doktadnoscia.

'Wikipedia - Metoda gradientu prostego
2Np. w Quo vAldis A. Dragana.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_gradientu_prostego
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2. Implementacja algorytmu

Algorytm zaimplementowatem w jezyku Python z wykorzystaniem biblioteki autograd do
automatycznego wyznaczania gradientu oraz numpy do operacji wektorowych.

def descent_gradient_alg(
function: callable, start: list,
steps: int, learning_rate: float) -> list:

trace = [start.copy()]
grad_fun = grad(function)
point = np.array(start, dtype=float)

for _ in range(steps):
grad_vec = grad_fun(point)

if vec_length(grad_vec) < 1e-3:
break

point = point - learning_rate * grad_vec
trace.append(point.copy())

return trace
Funkcja przyjmuje argumenty:

e function - minimalizowana funkcja f

o start - punkt startowy [zg, z1,. .., Z,]

« steps - maksymalna liczba iteracji (dodatkowe kryterium stopu)
e learning_rate - staty parametr skoku oy

Po wykonaniu algorytmu zwracana jest $ciezka punktéow odwiedzonych, gdzie ostatni
punkt jest docelowo minimum lokalnym. Trajektori¢ mozna zwizualizowaé¢ za pomoca
biblioteki matplotlib, co przedstawiono na przyktadzie minimalizacji paraboloidy na
rysunku ponizej.
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3. Wplyw parametru kroku na zbiezno$¢ gradientu

Jezeli w algorytmie gradientu prostego stosujemy staly parametr kroku o = «, to jego war-
tos¢ ma kluczowe znaczenie dla zbieznosci algorytmu. Ponizszy wykres przedstawia wplyw
réznych wartoéci a (learning_rate) na skuteczno$é zbieznosci do minimum lokalnego
funkcji kwadratowej f(z) = 22 + 2%, zaczynajac od punktu startowego [10; 10].
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Na podstawie powyzszego wykresu mozna zauwazy¢ nastepujace zaleznosci:

o Zbyt mata wartos¢, np. a = 0,01, powoduje bardzo powolng zbiezno$é¢, co wymaga
wielu krokow przed osiagnieciem minimum.

e Zbyt duza warto$¢, np. a = 1,0, moze powodowaé niestabilnosé i oscylacje wokot
minimum.

o Optymalna wartos¢, np. a = 0, 1, pozwala na szybka i stabilng zbieznos¢ do minimum
lokalnego.

o Moze réowniez wystapi¢ szczegdlny przypadek, np. dla o = 0,5, w ktéorym algorytm
trafia w minimum juz po jednym kroku. Wynika to jednak ze specyficznego wyboru
punktu startowego i dla innego punktu poczatkowego prawdopodobnie nie bedzie
zachodzic.

Powyzsze wnioski o doborze parametru kroku mozna tatwo zilustrowac:

Za duzy Za maty Optymalny
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4. Punkt startowy a zachowanie algorytmu

Wybér punktu startowego jest istotny, poniewaz w przypadku funkceji posiadajacych wiele
minimow lokalnych algorytm moze zbiega¢ do réznych rozwigzan. Dodatkowo punkt
startowy wptywa na szybkos$¢ zbieznosci metody oraz stabilnosé¢ procesu optymalizacji.
Dlatego w praktyce warto testowaé kilka réznych punktéw poczatkowych.

Wezmy funkcje Matyasa: f(z) = 0.26(x3 + 2%) — 0.48xx, ktéra ma globalne minimum
w punkcie [0; 0], i wykonajmy algorytm z parametrami: steps=40, learning_rate=0.2
oraz réznymi punktami startowymi. W zaleznosci od wyboru punktéw startowych otrzy-
mujemy rézne trajektorie zbieznosci, co widaé¢ na ponizszych wykresach.
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Algorytm poczatkowo szybko redukuje wartosé
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5. Metoda gradientu prostego z momentem

ang. Gradient Descent with Momentum

Jak zaobserwowaliémy w poprzednich eksperymentach, algorytm gradientu prostego ma
swoje ograniczenia - zatrzymuje sie w dolinach funkcji przy niewielkim gradiencie oraz
potrafi utkna¢ w niekoniecznie najlepszym minimum lokalnym. Jedng z metod zwigksze-
nia jego skutecznosci jest uwzglednienie poprzednich gradientéw, ktore buduja moment
pozwalajacy pokonywadé ptaskie obszary i ptytkie minima lokalne.

Moment w punkcie x wyznaczany jest jako wyktadnicza $rednia kroczaca gradientow:

v = Bog—1 + (1= B) Vf(xw),

gdzie € [0,1) jest wspétezynnikiem momentu okreslajacym, jak silnie uwzgledniana
jest historia wczesniejszych gradientéw. Dla f = 0 metoda redukuje sie do klasycznego
gradientu prostego. Typowa wartosé¢ 5 wynosi 0,9.

Aktualizacja punktu odbywa si¢ z uzyciem zakumulowanego momentu zamiast samego
gradientu:
Li+1 = Tk — AV,

gdzie o > 0 jest parametrem kroku. Dzieki temu w obszarach, gdzie gradient konsekwentnie
wskazuje ten sam kierunek, moment narasta i algorytm wykonuje wicksze kroki. Natomiast
w kierunkach, w ktérych gradient oscyluje, sktadowe momentu wzajemnie sie znosza, co
stabilizuje trajektorie.

Jak widzimy ponizej na przyktadzie wczesniej wspomnianej funkcji Matyasa, punkt
toczy sie po funkcji niczym kula - dzieki zakumulowanemu momentowi algorytm nie
zatrzymuje si¢ w dolinie o niewielkim gradiencie, lecz kontynuuje ruch w kierunku minimum
globalnego. W poréwnaniu z klasycznym gradientem prostym, ktéry w tej samej konfiguracji
ulegal spowolnieniu, metoda z momentem osiaga doktadniejsze rozwigzanie.
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6. Podsumowanie

W niniejszym raporcie przedstawiono algorytm gradientu prostego - jedna z podstawowych
metod optymalizacji iteracyjnej. Oméwiono jego schemat dziatania, implementacje w je-
zyku Python oraz przeprowadzono eksperymenty badajace wptyw kluczowych parametrow
na zbieznos¢ metody.

Przeprowadzone eksperymenty wykazaty, ze dobér parametru kroku a ma decydujacy
wplyw na zachowanie algorytmu. Zbyt mata warto$¢ prowadzi do bardzo powolnej zbiez-
nosci, natomiast zbyt duza - do oscylacji i niestabilnosci. Optymalna warto$¢ parametru
kroku zapewnia szybkie i stabilne osiagniecie minimum.

Analiza wpltywu punktu startowego na przyktadzie funkcji Matyasa potwierdzila, ze
wybor punktu poczatkowego istotnie wptywa na trajektorie i efektywnosé optymalizacji.
W szczegoblnoscei zaobserwowano, ze w obszarach o niewielkim gradiencie algorytm moze
ulega¢ znacznemu spowolnieniu, co stanowi ograniczenie metody ze stalym krokiem.

Przedstawiono réwniez rozszerzenie algorytmu o mechanizm momentu, ktéry poprzez
akumulacje wceze$niejszych gradientéw pozwala pokonywacé plaskie obszary oraz ptytkie
minima lokalne. Eksperymenty na funkcji Matyasa potwierdzity, ze metoda z momentem
osigga doktadniejsze rozwiazanie w poréwnaniu z klasycznym gradientem prostym.

Podsumowujac, metoda gradientu prostego jest skutecznym narzedziem optymalizacji
dla odpowiednio dobranych parametrow, lecz wymaga starannego ich doboru zaréwno
parametru kroku, jak i punktu startowego. Wprowadzenie momentu znaczaco poprawia za-
chowanie algorytmu w trudnych obszarach przestrzeni funkcji, stanowiac proste, a zarazem
skuteczne rozszerzenie klasycznej metody.
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